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Caṕıtol 1

Topologia.

1.1 Espais M̀etrics.

Intüıtivament, unespai m̀etric és un conjunt en el que hi podem incorporar una
definició de dist̀ancia entre els seus elements. Necessitem doncs definir el concepte
de “dist̀ancia” entre dos elements del conjunt. Bàsicament, la distància (tamb́e
anomenada m̀etrica) entre dos punts arbitrarisx, y d’un cert conjuntE no buit,és
un ńumero real positiu,d(x, y).

Formalment, una m̀etrica enE és una funcío d,

d : E × E → R,

que satisf̀a les seg̈uents propietats:

∀x, y ∈ E,d(x, y) ≥ 0
Perx, y ∈ E,d(x, y) = 0⇔ x = y

∀x, y ∈ E,d(x, y) = d(y, x) (simetria)

∀x, y, z ∈ E,d(x, y) ≤ d(x, z) + d(y, z) (desigualtat triangular).

El parell(E, d) s’anomenaespai m̀etric. Naturalment, sobre el conjuntE podem
definir diferents m̀etriques que generen diferents espais mètrics.

Un model intüıtiu natural d’espai m̀etric és el pla geom̀etric en el que es fàcil
interpretar les propietats del concepte de distància. La primera ens diu que la
dist̀ancia entre dos puntsés sempre un ńumero real no negatiu; la segona diu que la
distancia entre dos puntsés zero si i noḿes si ambd́os punts coincideixen; la tercera
propietat (simetria) diu que la distància entrex i y és la mateixa que la distància
entrey i x; finalment, la quarta propietat diu que un costat d’un triangle maiés
més llarg que la suma de les longituds dels altres dos costats. La figura 1.1 il.lustra
aquesta darrera propietat.

El lema seg̈uent presenta dues desigualtats importants.
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Figura 1.1: La desigualtat triangular aR3.
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Lema 1. En un espai m̀etric (E, d) es verifica,

∀x, y, z, t ∈ E, |d(x, y)− d(z, t)| ≤ d(x, z) + d(y, t).

En particular,
∀x, y, z ∈ E, |d(x, z)− d(y, z)| ≤ d(x, y).

Demostracío. Apliquem dues vegades la desigualtat triangular,

d(x, y) ≤ d(x, z) + d(y, z) ≤ d(x, z) + d(y, t) + d(z, t).

A partir d’aqúı,

d(x, y)− d(z, t) ≤ d(x, z) + d(y, t). (1.1)

De forma semblant,

d(z, t) ≤ d(z, x) + d(t, x) ≤ d(x, z) + d(y, t) + d(x, y).

A partir d’aqúı,

−d(x, z)− d(y, t) ≤ d(x, y) + d(z, t). (1.2)

Combinant (1.1) i (1.2), obtenim,

|d(x, y)− d(z, t)| ≤ d(x, z) + d(y, t).

De la mateixa manera que hem definit la distància entre dos punts, podem
definir la dist̀ancia entre un punt i un conjunt i la distància entre dos conjunts.

Definició 1. (Distància entre un punt i un conjunt)
Sigui (E, d) un espai m̀etric. Consideremx0 ∈ E i A ⊂ E. Denotem per

{d(x0, x)}x∈A al conjunt de ńumeros reals format per las distàncies dex0 a tots
els punts deA. Aquest conjunt està afitat inferiorment per0, de manera que admet
un extrem inferior no menor que0. Definim la dist̀ancia dex0 al conjuntA com
aquell ńumero reald(x0, A) = inf{d(x0, x)}x∈A.

Definició 2. (Distància entre dos conjunts)
Sigui (E, d) un espai m̀etric. ConsideremA,B ⊂ E, A,B 6= ∅. Denotem

per {d(x, y)}x∈A,y∈B al conjunt de ńumeros reals format per totes les distàncies
entre un punt deA i un punt deB. Aquest conjunt està afitat inferiorment per0, de
manera que admet un extrem inferior no menor que0. Definim la dist̀ancia entre
els conjuntsA i B com aquell ńumero reald(A,B) = inf{d(x, y)}x∈A,y∈B

Podem recordar també els conceptes de intersecció, unío i suma de conjunts.
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Definició 3. (Interseccío de conjunts.)
Sigui(E, d) un espai m̀etric. ConsideremA,B ⊂ E,A,B 6= ∅. La interseccío

dels conjuntsA i B es defineix com el conjunt de tots els punts que pertanyen tant
aA com aB, i.e.A

⋂
B = {x|x ∈ A ∧ x ∈ B}.

Definició 4. (Unió de conjunts.)
Sigui (E, d) un espai m̀etric. ConsideremA,B ⊂ E, A,B 6= ∅. L’unió dels

conjuntsA i B es defineix com el conjunt de tots els punts que pertanyen aA o a
B o a ambd́os conjunts, i.e.A

⋃
B = {x|x ∈ A ∨ x ∈ B}.

Definició 5. (Suma de conjunts.)
Sigui(E, d) un espai m̀etric. ConsideremA,B ⊂ E, A,B 6= ∅. La suma dels

conjuntsA i B es defineix com el conjuntS de tots els puntss = a+ b que poden
formar-se sumant qualsevol punta ∈ A amb qualsevol puntb ∈ B.

La figura 1.2 il.lustra la suma de conjunts.

Figura 1.2: La suma de conjunts.

1.2 Espais Euclidis.

L’espai euclidiés un cas particular d’espai mètric descrit pel parell(Rn, d).

• Considerem el conjuntRn. Siguinx = (xi) ∈ Rn, y = (yi) ∈ Rn dos punts
arbitraris aRn; sigui α un ńumero real. Definim les operacions vectorials
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seg̈uents,

x+ y = (xi + yi) (suma) (1.3)

αx = (αxi) (producte escalar) (1.4)

< x, y > =
n∑
i=1

xiyi (producte interior) (1.5)

‖x‖ = (
n∑
i=1

x2
i )

1
2 (norma eucĺıdea) (1.6)

La figura 1.3 il.lustra la suma de vectors i el producte escalar.

Figura 1.3: La suma i el producte escalar.

Intüıtivament, podem interpretar la norma euclı́dea dex ∈ Rn com la longi-
tud del vectorx (pensem, en particular en els vectors del pla o de l’espai). A
partir de (1.5) i (1.6), veiem que‖x‖2 =< x, x >.

Una relacío important entre el producte intern i la norma euclı́deaés ladesi-
gualtat de Cauchy-Schwarz:

∀x, y ∈ Rn, | < x, y > | ≤ ‖x‖‖y‖,

Si els vectorsx i y són linealment independents, la relació anterior es satisfà
amb igualtat.
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12 CAPÍTOL 1. TOPOLOGIA.

Aquesta desigualtat es deriva de les propietats del producte intern:

∀x, y1, y2 ∈ Rn, < x, y1 + y2 > =< x, y1 > + < x, y2 >,

∀x, y ∈ Rn,∀α ∈ R,< x, αy > = α < x, y >,

∀x, y ∈ Rn, < x, y > =< y, x >,

∀x ∈ Rn, < x, x > ≥ 0 i < x, x >= 0⇔ x = 0.

La norma euclı́dea satisf̀a,

∀x ∈ Rn, ‖x‖ ≤ 0, and= 0⇔ x = 0,
∀x ∈ Rn,∀α ∈ R, ‖αx‖ = |α|‖x‖,
∀x, y ∈ Rn, ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖. (desigualtat triangular).

La figura 1.4 il.lustra la norma i el producte interior. Per interpretar-la, hem
de recordar que una expressió alternativa pel producte interior a<3 és<
x, y >= ‖x‖‖y‖ cos θ.

Figura 1.4: La norma i el producte interior aR3.

• La dist̀ancia eucĺıdea es defineix com,

∀x, y ∈ Rn, d(x, y) = ‖x− y‖ =
[ n∑
i=1

(xi − yi)2
] 1

2
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1.3 Conjunts oberts.

Definim els seg̈uents conjunts abans de definir un conjunt obert:

Definició 6. (Bola oberta).
Siguix ∈ Rn i r > 0. Unabola oberta de centrex i radi r és el conjunt:

B(x; r) = {y ∈ Rn|d(x, y) < r}

Definició 7. (Conjunt obert). Diem que un conjuntA ⊂ Rn és obert si∀x ∈
A,∃r > 0 tal queB(x, r) ⊂ A.

Notem quer dep̀en en general dex.

Definició 8. (Bola tancada).
Siguix ∈ Rn i r > 0. Unabola tancada de centrex i radi r és el conjunt:

B(x; r) = {y ∈ Rn|d(x, y) ≤ r}

Definició 9. (Punt interior).
SiguiA ⊂ Rn. Diem quex ∈ A és un punt interior deA si ∃r > 0 tal que,

B(x, r) ⊂ A.

A més, el conjunt,

int(A) = {x ∈ A|x és un punt interior deA}

s’anomenainterior del conjunt A.

A partir de la definicío és trivial observar queint(A) ⊂ A.

Definició 10. (Conjunt obert).
Diem que el conjuntA és obert siA = int(A), és a dir si tot punt́es interior.

Teorema 1. Tota esfera obertáes un conjunt obert.

Teorema 2. (i) L’uni ó d’un ńumero arbitrari de conjunts obertśes un conjunt
obert.

(ii) La interseccío d’un ńumero finit de conjunts obertsés un conjunt obert.

Es important notar la diferència entre ambdues afirmacions del teorema 2. Per
il.lustrar la difer̀encia, pensem que noés cert que la intersecció d’un ńumero arbi-
trari de conjunts obertśes obert. Per exemple, aR1, un punt (que nóes un conjunt
obert)és la intersecció de tots els intervals oberts que el contenen.
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1.4 Punts d’acumulacío.

La idea de punt d’acumulació és un punt al voltant del que es concentren els punts
del conjunt, de forma que per petit que sigui l’entorn sempre els hi trobem. For-
malment,

Definició 11. (Punt d’acumulacío).
SiguiA ⊂ Rn i x ∈ Rn. Diem quex és un punt d’acumulació del conjuntA,

si tot entorn dex cont́e punts deA diferents dex, és a dir,

(B(x, r) \ {x}) ∩A 6= ∅.

en altres paraules, un punt d’acumulació d’un conjuntA és un punt tal que hi
ha altres punts deA arbitr̀ariament propers.

Al conjunt de tots el punts d’acumulació deA el denotem perA
′
. Per il.lustrar

el concepte de punt d’acumulació, notem que (a) un conjunt amb un punt a< no
te punts d’acumulació i (b) un conjunt com(0, 1) te tots el punts d’acumulació de
[0, 1] com punts d’acumulació. Aquesta darrer exemple permet notar que un punt
d’acumulacío d’un conjunt pot no pertànyer al conjunt.

Definició 12. (Punt äıllat).
SiguiA ⊂ Rn. Six ∈ A però no és punt d’acumulació deA, diem quex és

un punt äıllat. En altres paraules, six és un punt äıllat vol dir que podem trobar
algun entorn dex que no cont́e punts deA apart d’ell mateix.

1.5 Conjunts tancats.

Definició 13. (Conjunt tancat).
SiguiA ⊂ Rn. Diem queA és un conjunt tancat si conté tots els seus punts

d’acumulacío, i.e.,A′ ⊂ A.

Es important fer notar que NO hem definit conjunt tancat com aquell que no
és obert (veure però el teorema 4 ḿes endavant). I aix̀o és important perqùe la
definició de conjunt tancat admet la possibilitat tant de tenir conjunts tancats i
oberts a la vegada, com de tenir conjunts que no son ni oberts ni tancats.

Definició 14. (Clausura, Punts d’adherència.)
SiguiA ⊂ Rn. Al conjunt resultant de la intersecció de tots els conjunts tan-

cats que contenenA l’anomenem clausura deA i el denotem percl(A). Alternati-
vament,cl(A) consisteix en l’unío del conjuntA amb els seus punts d’acumulació,
cl(A) = A ∪ A′ . Els elements del conjuntcl(A) s’anomenen punts d’adherència
deA.

Teorema 3. Per un conjuntA de clausura no buida, les següents propietats śon
equivalents:

(i) x ∈ cl(A),
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(ii) d(x,A) = 0,

(iii) Per tot entornS dex, S ∩A 6= ∅.

Teorema 4. SiguiA ⊂ Rn, és tancat (obert) si i noḿes si el seu complement,
Rn \A és obert (tancat).

Aquest teorema permet fer una caracterització de conjunts tancats en termes
d’oberts que pot utilitzar-se com definició de tancat.

Teorema 5. (i) L’uni ó d’un ńumero finit de conjunts tancatsés un conjunt tan-
cat.

(ii) La interseccío d’una faḿılia qualsevol de conjunts tancatśes un conjunt
tancat.

Corolari 1. SiguinA,B ⊂ Rn. Aleshores,

• A obert iB tancat⇒ A \B obert,

• A tancat iB obert⇒ A \B tancat.

Teorema 6. Tota esfera tancada, i tota superfı́cie esf̀erica és un conjunt tancat.

1.6 Frontera d’un conjunt.

Definició 15. SiguiA ⊂ Rn. La frontera del conjuntA és el conjunt

∂A = cl(A) ∩ cl(Rn \A).

Intüıtivament, la frontera d’un conjunt́es el conjunt de punts en comú entre
aquest conjunt i el seu complementari.

Una definicío alternativa ens diu que un puntx és frontera d’un conjuntA si
podem trobar una bolaB(x, d), ambd arbitr̀ariament petit, que conté punts que no
pertanyen aA. La figura 1.5 il.lustra aquesta definició.

Aquesta definicío permet obtenir una definició alternativa de conjunt tancat
com aquell que conté tots els seus punts frontera. També permet definit un punt
interior d’un conjunt com aquell que pertanyent al conjunt no pertany a la seva
frontera.

1.7 Seq̈uències.

Definició 16. (Converg̀encia.)
Sigui xk una seq̈uència de punts aRn. Diem quexk convergeix a un lı́mit

x ∈ Rn si per qualsevol entornU del puntx, hi ha un ńumero sencerN (que
dep̀en deU ) tal quexk ∈ U quank ≥ N .
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Figura 1.5: La frontera del conjuntA.

Figura 1.6: Converg̀encia aRn.
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La figura 1.6 il.lustra aquesta definició.

Teorema 7. Una seq̈uènciaxk ∈ Rn convergeix versx ∈ Rn si i solament si per
cadaε > 0,∃N tal quek ≥ N implica‖x− xk‖ < ε.

Teorema 8. xk → x ssi els components dexk convergeixen vers els components
dex com seq̈uències de ńumeros reals.

Poem tamb́e utilitzar les seq̈uències per determinar si un conjuntés tancat:

Teorema 9. (a) Un conjuntA ⊂ Rn és tancat ssi per cada seqüènciaxk ∈ A
convergent, el lı́mit es troba aA.

(b) SiguiB ⊂ Rn. x ∈ cl(B) ssi existeix una seqüènciaxk ∈ B ambxk → x.

Definició 17. (Seq̈uència de Cauchy).
Una seq̈uènciaxk ∈ Rn s’anomena seq̈uència de Cauchy si per cadaε > 0,

hi ha unN tal que,l, k ≥ N implica‖xk − xl‖ < ε.

Teorema 10. Una seq̈uència xk ∈ Rn convergeix a un punt aRn ssi és una
seq̈uència de Cauchy.

Aquestés un resultat important perquè permet obtenir un test de convergència
donat que la condició de Cauchy no involucra el punt lı́mit expĺıcitament.

Exercicis

1. Analitzar exemples 1 a 6d’espais m̀etrics de Iribarren pp. 17-24.

2. SiguiE un conjunt no buit, id : E × E → < una funcío que satisf̀a les
propietats seg̈uents:

• d(x, y) = 0⇔ x = y perx, y ∈ E.

• ∀x, y, z ∈ E : d(x, y) ≤ d(x, z) + d(y, z).

Demostrar qued és una m̀etrica sobreE.

3. Demostrar les propietats de la distància, el producte intern i la norma.

4. Demostrar els teoremes 1 i 2sobre conjunts oberts.

5. Trobar els punts d’acumulació i els punts äıllats del conjunt

{1, 1
2
,
1
3
,
1
4
, . . . }.

6. Demostrar que per qualsevol interval tancatA de ḿes d’un punt en la recta
real,A′ = A. Demostrar-ho tamb́e per tota la recta real.
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7. Demostrar els teoremes 3, 4, 5 i 6 sobre conjunts tancats.

8. Caracteritzar la clausura d’un conjuntA com la intersecció de tots els con-
junts tancats que contenen aA.

9. Demostrar els teoremes 7, 8, 9 i 10sobre converg̀encia.



compacte no compacte no compacte

conexe no conexe

Caṕıtol 2

Conjunts Compactes i Connexes.

L’estudi dels conjunts compactes i connexesés fonamental per l’estudi de la con-
tinüıtat de funcions. La idea intuı̈tiva de les definicions de conjunt compacte i
connexés senzilla. Diem que un conjunt aRn és compacte quańes tancat i està
contingut en una regió afitada. Diem que un conjunt aRn és connex quańes d’una
peça. Aquestes intüıcions es recullen a la figura 2.1.

Figura 2.1: Conjunts compactes i connexes.

2.1 Conjunts compactes.

Definició 18. (Conjunt afitat.)
Diem queA ⊂ Rn és afitat ssi existeix un constantM ≥ 0 que permet de-

finir una bola al voltant de l’origen,B(0,M) que cont́e al conjuntA, i.e. A ⊂
B(0,M). De forma equivalent,∀x ∈ A, ‖x‖ < M .

19
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En altres paraules, diem que un conjunt de punts està afitat si podem construir
un conjunt que contingui tots els seus punts.

Definició 19. (Recobriment d’un conjunt.)
El recobriment d’un conjuntA ⊂ Rn és una col.leccío de conjunts{Ui} tal

que la seva unió cont́e aA, i.e.

A ⊂
⋃
i

Ui.

Quan tots els conjuntsUi són oberts diem que el recobrimentés obert.
Un subrecobriment d’un recobriment donatés una subcol.lecció de conjunts

tal que la seva unió tamb́e cont́e aA. El subrecobriment́es finit si la subcol.lecció
cont́e un ńumero finit de conjunts.

Per exemple, el conjunt de boles{B[(x, 0), 1]|x ∈ R} aR2 cobreix la recta
real, i la subfaḿılia de tots els conjuntsB[(n, 0), 1] on n ∈ N ⊂ R, formen un
subrecobriment (veure la figura 2.2).

Figura 2.2: Subrecobriment de la recta real.

Teorema 11. SiguiA ⊂ Rn. Les seg̈uents condicions śon equivalents:

(i) A és tancat i afitat;

(ii) Tot recobriment obert deA te un subrecobriment finit;

(iii) Tota seq̈uència enA te una subseq̈uència que convergeix a un punt deA.

L’equivalència entre (i) i (ii) es coneix com el teorema de Heine-Borel. L’equi-
valència entre (i) i (iii) es coneix com el teorema de Bolzano-Weierstrass.

Definició 20. (Conjunt compacte.)
Un conjuntA ⊂ Rn que satisfaci una (i per tant totes) de les condicions del

teorema11 s’anomena compacte.

Teorema 12. (i) L’uni ó, la interseccío i la suma d’un ńumero finit de conjunts
afitatsés un conjunt afitat.

(ii) L’uni ó, la interseccío i la suma d’un ńumero finit de conjunts compactesés
un conjunt compacte.
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2.2 Conjunts connexes.

Definició 21. (Conjunt connex.)
Diem que un conjuntA ⊂ Rn és connex si NO existeixen dos conjunts oberts

U, V, 6= ∅ tal que

A ⊂ U ∪ V,
A ∩ U 6= ∅,
A ∩ V 6= ∅,
A ∩ U ∩ V = ∅.

Intüıtivament, la idea de conectivitat es que el conjuntA no es pugui separar
en dues peces. Quan podem trobar dos conjuntsU i V que separen al conjuntA en
dues peces disjuntes, diem queA no es connex (veure figura 2.1).

Exercicis

1. Exemples 1,2,3,4,5,6 sobre compactes Marsden pp.63-64.

2. Demostrar el teorema 11 (Marsden pp.70-72).
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Caṕıtol 3

Funcions cont́ınues.

3.1 Continüıtat.

La idea intüıtiva de continüıtat es mostra en la figura 3.1. Una funció és cont́ınua
quan dos punts arbitràriament propers en el domini de la funció,x i x0 tenen imat-
ges arbitr̀ariament properes en el seu recorregutf(x) i f(x0).

Figura 3.1: Funcions contı́nues i discontinues.

Per definir la continüıtat d’una funcío de forma rigorosa, abans hem d’introduir
el concepte de lı́mit d’una funcío en un punt.

Definició 22. (Lı́mit d’una funcío en un punt.)
SiguiA ⊂ Rn, f : A → Rm, i suposem quex0 és un punt d’acumulació de

A. Diem queb ∈ Rm és el ĺımit def en el puntx0,

lim
x→x0

f(x) = b,

si donat unε > 0 arbitrari, existeixδ > 0 (depenent def, x0 i ε) tal que∀x ∈
A, x 6= x0, ‖x− x0‖ < δ implica‖f(x)− b‖ < ε.

Aquesta definicío diu que conformex s’aproxima ax0, f(x) s’aproxima a
b. Es important senyalar que six0 no fos un punt d’acumulació, no hi hauria cap

23



24 CAPÍTOL 3. FUNCIONS CONT́INUES.

x 6= x0, x ∈ A proper ax0, i la definicío quedaria buida de contingut. De la
definició anterior, es segueix que si be pot passar que el lı́mit d’una funcío f en un
punt no existeixi, quan aquest existeix,ésúnic.

Definició 23. (Continüıtat d’una funcío en un punt.)
SiguiA ⊂ Rn, f : A → Rm, i sigui x0 ∈ A. Diem quef és cont́ınua en el

puntx0, si o bex0 NO es un punt d’acumulació deA (i.e. si és un punt äıllat), o
belimx→x0 f(x) = f(x0).

Alternativament, diem quef és cont́ınua en el puntx0 del seu domini ssi∀ε >
0,∃δ > 0 tal que∀x ∈ A, ‖x− x0‖ implica‖f(x)− f(x0)‖ < ε.

Aquesta definicío suggereix dos comentaris. La primera formulació requereix
l’existència delimx→x0 f(x) a més d’especificar el seu valor. La segona formu-
lació és una mica diferent de la definició 22 perqùe en aquella necessitàvem espe-
cificar quex 6= x0 donat que no tenı́em garantit quef estigúes definida enx0. Ara
en canvi, no fa falta especificarx 6= x0 perqùe la condicío tamb́e es v̀alida quan
x = x0.

Definició 24. (Continüıtat d’una funcío sobre un conjunt.)
Diem que una funció f : A → Rm és cont́ınua en el conjuntB ⊂ A si f és

cont́ınua en cada punt deB. Si solament diem quef és cont́ınua, volem dir quef
és cont́ınua en el seu dominiA.

Teorema 13. Siguif : A → Rm, onA ⊂ Rn és un conjunt arbitrari. Aleshores,
les seg̈uents afirmacions śon equivalents:

(i) f és cont́ınua enA.

(ii) Per cada seq̈uència convergentxk → x0 enA, f(xk)→ f(x0).

(iii) Per cada conjunt obertU ⊂ Rm, f−1(U) ⊂ A és obert en respecte aA; és
a dir, f−1(U) = V

⋂
A per algun conjunt obertV .

(iv) Per cada conjunt tancatF ⊂ Rm, f−1(F ) ⊂ A és tancat en respecte aA;
és a dir,f−1(F ) = G

⋂
A per algun conjunt tancatG.

Tindria que ser clar que (i)́es el mateix que (ii) perquè (i) diu quef(x) és
proper af(x0) si x és proper ax0, i (ii) diu el mateix excepte que l’aproximació
de x versx0 es fa mitjanc¸ant una seq̈uència. Les afirmacions (iii) i (iv) també
diuen el mateix si recordem que un conjunt obertés el complement d’un conjunt
tancat. Finalment, l’equivalència entre (i) i (iii) la podem veure amb el següent
argument: (iii) ens diu que escollim un conjunt obertU que contingui af(x0).
Donat quef−1(U) és obert vol dir que podem trobar una bola centrada enx0

continguda enf−1(U). Puntsx en aquesta bola, els podem projectar en el conjunt
U que, recordem, representa punts propers af(x0). Aixı́ doncs, podem utilitzar
U con una mesura de proximitat def(x) a f(x0). Si x és prou proper ax0 (i.e.
x ∈ f−1(U)), f(x) estar̀a proper af(x0), el que representa la mateixa idea que
(i).

La figura3.2 il.lustra l’afirmacío (iii).
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Figura 3.2: Continüıtat.
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3.2 Operacions amb funcions contı́nues.

Definició 25. (Composicío de funcions.)
Siguin f : A → Rm i g : B → Rp dues funcions ambf(A) ⊂ B. La

composicío de la funcío g amb la funcío f , g ◦ f : A → Rp la definim perx 7→
g(f(x)).

Si x és proper ax0, aleshoresg ◦ f(x) és proper ag ◦ f(x0) perqùe f(x)
és proper af(x0); per tant,g(f(x)) és proper ag(f(x0)). La figura 3.3 il.lustra
aquest argument.

Figura 3.3: Composició de funcions.

Teorema 14. Siguinf : A → Rm i g : B → Rp dues funcions contı́nues amb
f(A) ⊂ B. Aleshores,g ◦ f : A→ Rp és cont́ınua.

Veiem ara algunes de les propietats fonamentals de l’aritmètica dels ĺımits:

Teorema 15. SiguiA ⊂ Rn, i siguix0 un punt d’acumulacío deA.

(i) Siguinf : A→ Rm i g : A→ Rm dues funcions; suposemlimx→x0 f(x) =
a i limx→x0 g(x) = b. Aleshores,limx→x0(f + g)(x) = a + b, onf + g :
A→ Rm es defineix com(f + g)(x) = f(x) + g(x).
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(ii) Siguinf : A→ Rm i g : A→ Rm dues funcions; suposemlimx→x0 f(x) =
a i limx→x0 g(x) = b. Aleshores,limx→x0(f ·g)(x) = ab, onf ·g : A→ Rm

es defineix com(f · g)(x) = f(x)g(x).

(iii) Siguin f : A→ Rm i g : A→ Rm dues funcions; suposemlimx→x0 f(x) =
a 6= 0 i limx→x0 g(x) = b. Aleshores,f no és zero en un entorn dex0 i
limx→x0(g/f)(x) = b/a, on g/f : A → Rm es defineix com(g/f)(x) =
g(x)/f(x).

A partir d’aquest teorema podem deduir les propietats de l’aritmètica de les
funcions cont́ınues:

Teorema 16. SiguiA ⊂ Rn, i siguix0 un punt d’acumulacío deA.

(i) Siguinf : A → Rm i g : A → Rm dues funcions contı́nues en el puntx0.
Aleshores, la sumaf + g : A→ Rm és cont́ınua en el puntx0.

(ii) Siguin f : A → Rm i g : A → Rm dues funcions contı́nues en el puntx0.
Aleshores, el productef · g : A→ Rm és continu en el puntx0.

(iii) Siguin f : A → Rm i g : A → Rm dues funcions contı́nues en el punt
x0 i f(x0) 6= 0. Aleshores,f no és zero en un entornU dex0 i el cocient
g/f : U → Rm és continu en el puntx0.

3.3 Afitament de funcions cont́ınues sobre conjunts com-
pactes.

Aquesta secció est̀a dedicada a l’aǹalisi d’un teorema molt important que diu que
un funcío cont́ınua definida en un conjunt compacte està afitada i assoleix el seu
valor màxim i el seu valor ḿınim en algun punt d’aquest compacte.

Per entendre millor aquest resultat pensem en una funció definida sobre un
conjunt no compacte. Per exemple la funció f(x) = 1/x en l’interval(0, 1) (veure
figura 3.4). Conformex s’aproxima a zero, la funció pren valors arbitr̀ariament
grans per̀o f és cont́ınua.

El seg̈uent exemple considera una funció afitada i cont́ınua per̀o sense m̀axim
en el seu domini. Aquest́es el cas de la funció f(x) = x definida en el interval
[0, 1) (veure figura 3.4).

Aquests exemples serveixen per il.lustrar el contingut del següent teorema que
diu que una funcío cont́ınua definida en un compacte no pot presentar aquestes
anomalies.

Teorema 17. SiguiA ⊂ Rn, f : A → R. SiguiK ⊂ A un conjunt compacte.
Aleshores,f est̀a afitada enK, i.e. el conjuntB = {f(x)|x ∈ K} ⊂ R és un
conjunt compacte. A ḿes, existeixen puntsx0, x1 ∈ K tal quef(x0) = inf(B)
i f(x1) = sup(B). Denominemsup(B) el màxim valor def definida sobreK i
inf(B) el ḿınim valor def definida sobreK.
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Figura 3.4: Una funcío cont́ınua definida sobre un conjunt no afitat.

3.4 El teorema del valor intermig.

La idea b̀asica del teorema del valor intermigés que una funció cont́ınua definida
sobre un conjunt connex pren tots els valors entre dos punts donats. La figura 3.5
il.lustra aquest resultat.

Figura 3.5: El teorema del valor intermig.

Observem que tant la continuı̈tat de la funcío com la conectivitat del domini són
sup̀osits essencials per poder assolir el resultat (veure la figura 3.5). En particular,
si la funcío es discontı́nua en el punta, mai pren el valorf(a) = c; tamb́e sif est̀a
definida en un conjunt no connex, aleshores el puntc no te antimatge en el conjunt
A.

Teorema 18. Sigui⊂ Rn i f : A → R una funcío cont́ınua. SuposemK ⊂ A
és un conjunt connex ia, b ∈ K. Aleshores, per qualsevol númeroc ∈ R tal que
f(a) ≤ c ≤ f(b), podem trobar un puntz ∈ K tal quef(z) = c.

Exercicis

1. Exemples 1,2,3 sobre funcions contı́nues Marsden pp.85-86.



3.4. EL TEOREMA DEL VALOR INTERMIG. 29

2. Exemples 2,3 sobre funcions contı́nues Marsden p.88.

3. Demostrar el teorema del valor intermig (Marsden p.96)
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Caṕıtol 4

Funcions diferenciables.

4.1 Definicío de derivada

Definició 26. (Derivada d’una funcío.)
Una funcío f : A ⊂ Rn → Rm és diferenciable en un puntx0 ∈ A si podem

trobar una funcío lineal,Df(x0) : Rn → Rm (que denominem la derivada def
en el puntx0) tal que,

lim
x→x0

‖f(x)− [f(x0) +Df(x0)(x− x0)]‖
‖x− x0‖

= 0

Sif és diferenciable en tots el punts deA, diem quef és diferenciable enA.

Intüıtivament,x 7→ f(x0) +Df(x0)(x−x0) representa la millor aproximació
af́ı a la funcío f al voltant del puntx0. La figura 4.1 il.lustra les equacions dels
plans tangents a la funció f .

Si A és un conjunt obert, aleshores la millor aproximació af́ı a la funcío f és
única.

Teorema 19. SiguiA un conjunt obert aRn i suposemf : A→ Rm és diferenci-
able en el puntx0. Aleshores,Df(x0) est̀a uńıvocament determinat perf .

Recordem, ara dos resultats sobre derivades de funcions d’una variable:

Teorema 20. Sif : (a, b)→ < és diferenciable en un puntc ∈ (a, b) i f presenta
un m̀axim o un ḿımin en el puntc, aleshores,f

′
(c) = 0.

Teorema 21. Si f : [a, b] → < és cont́ınua, sif és diferenciable en(a, b) i si
f(a) = f(b), aleshores existeix un puntc ∈ (a, b) tal quef

′
(c) = 0′.

4.2 Representacío matricial.

Una forma alternativa de diferenciar una funció de varies variables consisteix en
construir la matriu jacobiana de derivades parcials.
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Figura 4.1: Diferenciabilitat.

Escrivim la funcío f expĺıcitament en els seus components,

f(x1, x2, . . . , xn) = [f1(x1, x2, . . . , xn), f2(x1, x2, . . . , xn), . . . , fm(x1, x2, . . . , xn)]

a continuacío calculem les derivades parcials,∂fj
∂xi

on j = 1, . . . ,m i i = 1, . . . , n.

Definició 27. (Derivada parcial.)
∂fj
∂xi

ve donada pel lı́mit seg̈uent,

∂fj
∂xi

(x1, x2, . . . , xn) = lim
h→0

fj(x1, x2, . . . , xi + h, . . . , xn)− fj(x1, x2, . . . , xn)
h

.

Teorema 22. SiguiA ⊂ Rn un conjunt obert if : A → Rm una funcío diferen-
ciable. Aleshores, les derivades parcials∂fj∂xi

existeixen, i la matriu de la funció
linealDf(x) ve donada per

∂f1

∂x1

∂f1

∂x2
· · · ∂f1

∂xn
∂f2

∂x1

∂f2

∂x2
· · · ∂f2

∂xn
...

...
...

∂fm
∂x1

∂fm
∂x2

· · · ∂fm
∂xn


on cada derivada parcial està avaluada ax = (x1, x2, . . . , xn). Aquesta matriu
s’anomena Matriu Jacobiana def .
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Definició 28. (Gradient de la funcío f .)
Sigui f : A ⊂ Rn → R una funcío diferenciable. El vector que te com

components els mateixos elementsDf(x) s’anomena gradient de la funció f , i el
denotem per5f , és a dir.

5f =
(
∂f
∂x1

, ∂f∂x2
, · · · , ∂f∂xn

)
El gradient te la propietat d’apuntar en la direcció de m̀axim creixement de la

funció f .

4.3 Continüıtat i diferenciabilitat.

Recordem del c̀alcul elemental que una funció diferenciablées cont́ınua. Això es
força intüıtiu perqùe poder dibuixar una tangent a cada punt de la funció és una
condicío més forta que no tenir “que aixecar el bolı́graf per dibuixar la funcío”.
Aquesta idea es pot generalitzar.

Teorema 23. (Propietat de Lipschitz).
SiguiA ⊂ Rn un conjunt obert if : A → Rm una funcío diferenciable enA.

Aleshores,f és cont́ınua. De fet, per cadax0 ∈ A existeix una constantM > 0 i
un ńumeroδ0 > 0 tal que‖x− x0‖ < δ0 implica‖f(x)− f(x0)‖ ≤M‖x− x0‖.

4.4 Derivades direccionals.

La matriu jacobiana representa un mètode efectiu per computarDf , basat en les
derivades parcials. Necessitem però estar segurs que l’existència de les derivades
parcials implica l’exist̀encia deDf . En general aix̀o noés veritat.

Teorema 24. SiguiA ⊂ Rn un conjunt obert if : A → Rm. Suposemf =
(f1, f2, . . . , fm). Si cada una de les derivades parcials∂fj∂xi

existeix iés una funcío
cont́ınua enA, aleshores,f és diferenciable enA.

Ara podem introduir les derivades direccionals.

Definició 29. (Derivada direccional.)
Siguif una funcío real definida en un entorn dex0 ∈ Rn i sigui e ∈ Rn un

vector unitat. Aleshores,

d

dt
f(x0 + te)

∣∣∣
t=0

= lim
t→0

f(x0 + te)− f(x0)
t

s’anomena la derivada direccional def en el puntx0 en la direccío e.

En altres paraules, la derivada direccional es senzillament la taxa de canvi de
la funció f en la direccío e. La figura 4.2 il.lustra aquest concepte pel cas d’una
funció f : R2 → R.
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Figura 4.2: La derivada direccional.

La derivada direccional en la direcció e és igual aDf(x0) · e. Això és f̀acil de
veure a partir de la definició deDf(x0) ambx = x0 + te:

‖f(x0 + te)− f(x0)
t

−Df(x0) · e‖ ≤ ε|e‖ per qualsevolε > 0.

si |t| és prou petit. Aix́ı doncs, sif és diferenciable en el puntx0 aleshores les
derivades direccionals existeixen i estan donades per

lim
t→0

f(x0 + te)− f(x0)
t

= Df(x0) · e

La idea de derivada direccionalés una generalització de la idea de derivada parcial.
En particular, notem que∂f∂xi és la derivada de la funció f en la direccío de lai-
èsima coordenada, i.e. ambe = (0, 0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0).

4.5 La regla de la cadena.

Aquestáes una de les regles més importants de la diferenciació.

Teorema 25. Siguif : A → <m una funcío diferenciable definida en el conjunt
obertA ⊂ <n, i sigui g : B → <p una funcío diferenciable definida en el conjunt
obertB ⊂ <m. Suposem quef(A) ⊂ B. Aleshores, la funció compostag ◦ f és
diferenciable enA i D(g ◦ f)(x0) = Dg(f(x0)) ◦Df(x0).
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Per exemple, imaginem, queu, v, f són funcions reals de dues variables. Ales-
hores,

∂

∂x
f(u(x, y), v(x, y)) =

∂f

∂u

∂u

∂x
+
∂f

∂v

∂v

∂x
.

4.6 La regla del producte i els gradients.

La regla del producte també anomenada de Leibnitz diu el següent,

Teorema 26. SiguiA ⊂ <n un conjunt obert. Siguinf : A → <m i g : A → <
funcions diferenciables. Aleshores,gf és diferenciable i perx ∈ A,D(gf)(x) :
<n → <m ve donat perD(gf)(x) · e = g(x)(Df(x) · e) + (Dg(x) · e)f(x),∀e ∈
<n.

Abreviadament, podem escriure,

D(gf) = gDf + (Dg)f,

amb el sentit prećıs del teorema.
Per cocients podem adaptar el teorema anterior considerant el cas1/g per ob-

tenir, quang 6= 0,

D
(f
g

)
=
gDf − fDg

g2
.

Altres regles de la diferenciació apareixen a partir de la linealitat de l’operador
D:

D(f + g) = Df +Dg

D(λf) = λDf, perλ ∈ <

4.7 El teorema del valor mig.

Teorema 27. (i) Sigui f : [a, b] → < una funcío continua i diferenciable a
(a, b). Aleshores podem trobarc ∈ [a, b] tal que

f(b)− f(a)
b− a = f

′
(c)

(ii) Sigui f : A ⊂ <n → < una funcío diferenciable en un conjunt obertA. Per
qualsevol parellx, y ∈ A tal que la seva combinació linealL = (1− λ)x+
λy ∈ A perλ ∈ [0, 1] existeix un puntc ∈ L tal que,

f(y)− f(x) = Df(c)(y − x).

(iii) Sigui f : A ⊂ <n → < una funcío diferenciable en un conjunt obertA.
Suposem queL ∈ A i f = (f1, f2, . . . , fm). Aleshores, existeixen punts
c1, c2, . . . , cm enL tal que

fi(y)− fi(x) = Dfi(ci)(y − x), i = 1, 2, . . . ,m.

La figura 4.3 il.ustra la part (i) del teorema.
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Figura 4.3: Diferenciabilitat.

4.8 El teorema de Taylor.

Per poder enunciar el teorema de Taylor necessitem, abans, introduir les derivades
d’ordre superior.

Teorema 28. Siguif : A ⊂ <n → < una funcío dues vegades diferenciable en el
conjunt obertA. Aleshores la matriuD2f(x) : <n → < és,

∂2f
∂x2

1

∂2f
∂x1∂x2

. . . ∂2f
∂x1∂xn

∂2f
∂x2∂x1

∂2f
∂x2

2
. . . ∂2f

∂x2∂xn
...

...
...

∂2f
∂xn∂x1

∂2f
∂xn∂x2

. . . ∂2f
∂x2
n


on cada derivada parcial està avaluada en el puntx = (x1, x2, . . . , xn).

Per derivades de tercer ordre i superiors procedim de forma semblant.
Una propietat molt important de la segona derivadaés la simetria, es a dir, la

matriu del teorema 28́es sim̀etrica:

Teorema 29. Siguif : A ⊂ <n → < una funcío dues vegades diferenciable en el
conjunt obertA. Suposem que les funcions∂

2f
∂xi∂xj

són cont́ınues. Aleshores,D2f

és sim̀etrica, és a dir,
∂2f

∂xi∂xj
=

∂2f

∂xj∂xi
.

Aquest teorema permet demostrar que les derivades d’ordre superior també śon
simètriques en condicions semblants.

La continüıtat exigida en el teorema 29 dona lloc a la següent definicío:
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Definició 30. Diem que una funció és de classeCr si les primeresr derivades
existeixen i śon funcions contı́nues. En altres paraules, les derivades parcials fins
l’ordre r existeixen i śon funcions contı́nues.

Finalment poden enunciar el teorema de Taylor.

Teorema 30. Siguif : A ⊂ <n → < una funcío de classeCr en el conjunt obert
A. Consideremx, y ∈ A tal que la seva combinació linealL = (1− λ)x+ λy ∈
A (λ ∈ [0, 1]). Aleshores, existeix un puntc ∈ L tal que,

f(y)− f(x) =
r−1∑
k=1

1
k!
Dkf(x)(y − x, . . . , y − x) +

1
r!
Drf(c)(y − x, . . . , y − x)

on

Dkf(x)(y − x, . . . , y − x) =
n∑

i1,...,ik=1

( ∂kf

∂xi1 . . . ∂xik

)
(yi1 − xi1) . . . (yik − xik)

Una forma ḿes familiar d’escriure el teorema de Taylor apareix introduint el
seg̈uent canvi de variable:y = x + h. Aleshores, el teorema de Taylor es pot
reformular com,

f(x+h) = f(x) +Df(x) ·h+ · · ·+ 1
(r − 1)!

Dr−1f(x)(̇h, . . . , h) +Rr−1(x, h)

onRr−1(x, h) és el reste. A ḿes,

Rr−1(x, h)
‖h‖r−1

→ 0 quanh→ 0.

Exercicis

1. Demostrar que, en general,Df no est́a determinat de formáunica. (Marsden
p.156.)

2. Siguif : <2 → <3, f(x, y) = (x2, x3, y, x4y). ComputarDf . (Marsden
p.159)

3. SiguiL : <n → <m una aplicacío lineal (i.e.L(x + y) = L(x) + L(y) i
L(αx) = αL(x)). Demostrar queDL(x) = L. (Marsden p. 160)

4. Siguif(x, y, z) = x(siny)/z. Computar el gradient def . (Marsden p. 160)

5. Demostrar quef : < → <, x → |x| és cont́ınua pero no diferenciable a
zero. (Marsden p. 161)

6. Verificar la regla de la cadena perf(u, v, w) = u2v + wv2 i u = xy, v =
sinx, w = ex. (Marsden p. 169)
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7. Siguif : < → < i sigui F : <2 → <, F (x, y) = f(x, y). Verificar

x
∂F

∂x
= y

∂F

∂y

(Marsden p. 170)

8. Computar la f́ormula de Taylor fins als elements de segon ordre perf(x, y) =
sin(x+ 2y) al voltant del punt(0, 0) (Marsden p. 181)



Caṕıtol 5

Conjunts convexes a<n.

5.1 Conjunts convexes.

Intüıtivament un conjuntC és convex quan no te “forats”, o en altres paraules, si
∀a, b ∈ C qualsevol puntc que es trobi en la recta que els uneix també pertany
aC. Aquesta definicío intüıtiva requereix que el conjuntC es trobi definit en un
espai en el que la operació d’ajuntar dos punts amb una segment sigui factible.
En conseq̈uència l’exist̀encia de conjunts convexes noḿes te sentit en espais que
admetin algun tipus d’estructura lineal. L’espai més senzill entre aquestsés l’espai
Euclidi<n.

Definició 31. (Segment.)
Un segment amb extremsa, b ∈ <n, que denotem com[a, b] és el conjunt de

punts de la forma
αa+ βb, α ≥ 0, β ≥ 0, α+ β = 1.

Un puntc ∈ [a, b] s’anomena una combinació lineal convexa dea i b.

Definició 32. (Combinacío lineal convexa.) Una combinació lineal convexa d’un
número finit de puntsai ∈ <n, (i = 1, 2, . . . , s) és un punt de la forma,

s∑
i=1

αia
i,

s∑
i=1

αi = 1, αi ≥ 0, (i = 1, 2, . . . , s)

Definició 33. (Conjunt convex.)
Un conjuntX ⊂ <n és convex sia, b ∈ X implica [a, b] ⊂ X.

Aquesta definicío est̀a especificada en termes de dos punts del conjunt. Però
podem tamb́e considerar un ńumero arbitrari de punts.

Teorema 31. SiX és un conjunt convex, conté les combinacions lineals convexes
de qualsevol ńumero arbitrari (per̀o finit) dels seus punts.

Un concepte ḿes restrictiu que el de conjunt convexés el de conjunt estricta-
ment convex.

39
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Definició 34. (Convexitat estricta.) Un conjuntX ⊂ <n és estrictament convex si
a, b ∈ X implica c ∈ [a, b] ∈ int(X).

La figura 5.1 il.lustra aquests conceptes.

Figura 5.1: Conjunts convexes, estrictament convexes i no convexes.

5.2 Convexificacío.

Un conjunt arbitrariX ⊂ <n no és necess̀ariament convex. Ara be, resulta natural
pensar en la possibilitat d’afegir un conjunt de punts per tal d’obtenir un conjunt
convex. Aquestáes la base de la idea de la convexificació d’un conjunt.

Definició 35. (Convexificacío d’un conjunt.)
Considerem un conjuntX ∈ <n no convex. Diem que un conjuntC(X) ⊃ X

convexifica el conjuntX si és el superconjunt convex més petit possible del conjunt
X.

La figura 5.2 il.lustra aquesta definició.
El teorema seg̈uent ens diu com construir el conjuntC(X).

Teorema 32.C(X) és igual al conjunt de totes les combinacions lineals convexes
dels punts del conjuntX.

Podem per̀o ser una mica ḿes fins a l’hora de construirC(X). De fet, donada
la n-dimensionalitat de<n necessitem considerar solament combinacions lineals
convexes decoeficients no negatius arbitraries de com a màxim den+ 1 punts.

Lema 2. Si un puntx el podem representar com una combinació lineal no negativa
d’un número finit de puntsxi(i = 1, 2, . . . , s) de<n, una combinacío lineal no
negativa adient de un m̀axim den punts d’entre elsxi és suficient per representar
x.
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Figura 5.2: Convexificació deX perC(X). Z no convexificaX.

Demostracío. Si s > n, podem representarx com una combinació lineal no nega-
tiva de un m̀axim des − 1 punts entre elsxi. De fet, donat ques > n, aquestsxi

són linealment depenents, el que vol dir que hi ha una relació lineal no trivial

s∑
i=1

βix
i = 0.

Considerem ara

x =
s∑
i=1

αix
i, αi > 0, (i = 1, 2, . . . , s)

Sense p̀erdua de generalitat, podem suposar que alguns delsβi són positius. Defi-
nim a continuacío,

θ = min
αi
βi
, perβi > 0.

Aleshores, podem escriure

x =
s∑
i=1

(αi − θβi)xi.

Notem queαi ≥ θβi. Siβi < 0, això és trivial a partir de la no negativitat deθ. Si
βi > 0, aleshores per construcció deθ tamb́e és cert queαi ≥ θβi.

A més,αi ≥ θβi es redueix aαi = θβi per al menys unβi > 0.
En conseq̈uència, tots els termesαi − θβi són no negatius i alguns d’ells són

zero. Això vol dir que podem representarx com una combinació lineal no negativa
de com a m̀axim s − 1 punts entre elsxi. Reiterant aquest argument podem anar
eliminant un per un puntsxi fins aconseguir que una combinació lineal no negativa
dels restants puntsxi, com a m̀aximn, representix.
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Aquest lema permet “afinar” la construcció proposada del conjuntC(X) proposada
en el teorema 32.

Teorema 33. La convexificacíoC(X) del conjuntX ⊂ <n és igual al conjunt de
tots els punts representats per

x =
n+1∑
i=1

αix
i,
∑
i=1

n+ 1αi = 1, α−−i ≥ 0(i = 1, 2, . . . , n+ 1)

on elsn+ 1 puntsxi són linealment independents enX.

Una conseq̈uènciaòbvia de la definicío de convexificacío d’un conjuntés que
un conjuntX és convex si i noḿes siX = C(X).

5.3 Topologia dels conjunts convexos.

Teorema 34. Un conjunt convex́es connex.

Teorema 35. Considerem un conjuntX convex. Aleshores,

(i) La seva clausura,cl(X) tamb́e és convexa.

(ii) Si a ∈ X i b ∈ cl(X) cada punt en el segment[a, b] (excepte pot serb) és un
punt interior deX.

Corolari 2. L’interior d’un conjunt convex́es tamb́e convex.

5.4 Aplicació: les prefer̀encies del consumidor.

Considerem un consumidor que podem representar per unordre de prefer̀encies.

Definició 36. (Prefer̀encies convexes.) Diem que l’ordre de preferèncieśes convex
si

(1) el conjunt d’alternatives sobre el que l’ordre està definités convex;

(2) donats dos puntsa, b tal quea Â b,∀c ∈ [a, b], c 6= b, c Â b;

(3) donats dos puntsa, b tal quea ∼ b,∀c ∈ [a, b], c 6= b, c º b.

Definició 37. (Prefer̀encies estrictament convexes.) Diem que l’ordre de preferències
és estrictament convex si

(1) el conjunt d’alternatives sobre el que l’ordre està definités convex;

(2) donats dos puntsa, b tal quea Â b,∀c ∈ [a, b], c 6= b, c Â b;

(3’) donats dos puntsa, b tal quea ∼ b,∀c ∈ [a, b], c 6= b, c Â b.
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Figura 5.3: Prefer̀encies convexes iestrictament convexes.

La figura 5.3 il.lustra aquestes definicions.
Podem derivar varies implicacions del supòsit de convexitat de les preferències

del consumidor.

• un ordre de preferències (estrictament) convex exclou els bens indivisibles.

• el conjunt de punts preferits o equivalents a qualsevol puntés un conjunt
convex.

• si l’ordre de prefer̀enciaés estrictament convex, la relació marginal e substi-
tució és decreixent.

Exercicis

1. Demostrar que les solucions d’un sistema de desigualtats lineals

aλ1x1 + aλ2x2 + · · ·+ aλnxn ≥ bλ (λ ∈ Λ)

formen un conjunt convex a<n. (Nikaido p.16)
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Caṕıtol 6

Teoremes de separació per
conjunts convexes.

6.1 Hiperplans.

Considerem un pla℘ a <3 que passi pel punta = (a1, a2, a3), i considerem un
vectorp = (p1, p2, p3) 6= (0, 0, 0) (veure figura 6.1). Dir quep és ortogonal a℘
vol dir quep és ortogonal a qualsevol recta del pla.

Prenem un punt arbitrari del pla,x ∈ ℘. El vectorp ha de ser perpendicular al
vectorx-a, i.e., el producte escalar

p(x-a) = 0

és l’equacío general del pla a<3 que passa pel punta.

Definició 38. (Hiperpla a<n.) Un hiperpla a<n que passa pel punta i és or-
togonal al vectorp = (p1, p2, . . . , pn) 6= 0 és el conjuint de tots els puntsx que
verifiquen

p(x-a) = 0

Alternativament podem definir un hiperpla com,

Definició 39. SiguiX ⊂ <n, β ∈ <. Un hiperplaés el conjunt de punts

℘ = {x ∈ X|
n∑
i=1

pixi = β}

Aixó vol dir que per dos punts arbitrarisx, y del hiperpla, es verificap x =
p y = β, de manera que podem escriurep(x-y) = 0 que implica quep és ortogonal
al hiperpla.

45
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Figura 6.1: Pla a<3.
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6.2 Hiperplans suport.

Sigui f(x) una funcío definida a<n. Suposem quées de classeC1 i considerem
un punta ∈ <n tal que una de les derivades parcials no s’anula aa. Aleshores,
l’expressío

n∑
i=1

[ ∂f
∂xi

]
x=a

(xi − ai) = 0

representa l’equació del pla tangent en el punta a la hipersuperfı́cief(x) = f(a).
A < aquesta equació noḿes diu que la derivada de la funció f en el puntsa ve

donada per la pendent de la funció en el punta.

Definició 40. (Funció convexa.) Diem que una funció realf(x) definida sobre un
conjunt convexX ⊂ <n és convexa si

f(λx+ (1− λ)y) ≤ λf(x) + (1− λ)f(y), ∀x, y ∈ X, λ ≥ 0.

Lema 3. Siguif(x) és convexa en<n. Considerem ara el conjuntX = {x|f(x) ≤
f(a)}. Es clar quea ∈ X de manera queX 6= ∅. Aleshores,X és convex.

Demostracío. Si f(x) és convexa,

f(λx+ (1− λ)y) ≤ λf(x) + (1− λ)f(y) ≤ f(a)

per qualsevol combinació lineal convexaλx + (1 − λ)y de puntsx, y ∈ X. Per
tantX és convex.

La figura 6.2 il.lustra aquest lema perf definida a<.

Definició 41. (Hiperpla suport deX.) SiguiX ∈ <n un conjunt convex. Un
hiperpla

∑n
i=1 αixi = β s’anomena hiperpla suport deX si,

(1) X es troba en un dels dos semiespais tancats,
∑n

i=1 αixi ≤ β o
∑n

i=1 αixi ≥
β, i

(2) l’hiperpla te un punt en coḿu ambX.

Més espećıficament, sia és el punt d’intersecció de l’hiperpla amb el conjuntX,
parlem de l’hiperpla suport deX en el punta.

Lema 4. SiguiX ⊂ <n un conjunt no buit, convex i tancat. Consideremz 6∈ X.
Aleshores∃y ∈ X i p ∈ <n, p 6= 0tal quep · z < p · y < p · x, ∀x ∈ X.

Demostracío. En primer lloc escollimy ∈ X com aquell punt deX mes pr̀oxim a
z, i.e. y = min|x − z|, ∀x ∈ X. La continüıtat de la norma euclı́dea i el fet de
queX és un conjunt tancat ens asseguren que tal punt existeix.

Definim, a continuacío p ≡ y − z.
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Figura 6.2: Convexitat deX ⊂ <.

Demostrem a continuació la desigualtat de l’esquerra del lema:p · z < p · y.
Aix ó és inmediat:

p · z = p · z − p · y + p · y = p · (y − z) + p · y = p · (−p) + p · y < p · y

Per demostrar la desigualtat de la dreta (p · y < p · x, ∀x ∈ X) procedirem per
contradiccío.

Donat queX és convex, qualsevol puntw = αx+(1−α)y = y+α(x−y), α ∈
[0, 1] tamb́e pertany al conjuntX.

Considerem

|z − y|2 − |z − w|2 = |z − y|2 − |z − y − α(x− y)|2

= (z − y)(z − y)− [(z − y)(z − y)− 2α(z − y)(x− y) + α2(x− y)(x− y)]

= 2α(z − y)(x− y)− α2(x− y)(x− y)] = −2αp(x− y)− α2(x− y)(x− y)]
= −α[2p(x− y) + α(x− y)(x− y)]

Suposem, a senso contrario,p · x < p · y. Aleshoresp(x − y) en l’expressío
anterior es negatiu. En conseqüència, perα prou petit|z − y|2 − |z − w|2 > 0, és
a dir, |z − y| > |z − w|, pero aix́o és contradictori amb el fet de quey esta definit
com aquell element deX més proper az.
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Aquest lema ens diu que per un conjunt no buit, tancat, convex i que no inclogui
tot l’espai, podem trobar un hiperpla que separi aquest conjunt d’un punt de fora
del conjunt.

Aquest lema es molt important per demostrar els teoremes que enunciarem a
continuacío.

6.3 Teoremes de separació.

Presentem dos teoremes de separació. El primer considera la possibilitat de defi-
nir un hiperpla separador en respecte a un conjunt convex. El segon considera la
separacío de dos conjunts convexos.

Teorema 36. (Minkowski) SiguiX ∈ <n un conjunt convex. Aleshores podem
construir un hiperpla que passi per un puntz i separador perX si z 6∈ int(X).

Demostracío. Hem de distingir dos casos.
Si z 6∈ X, aleshores una aplicació directa del lema 4 prova el resultat.
Si z ∈ ∂(X), considerem una seqüència de puntszv 6∈ X tal quezv → z.

Sigui pv la corresponent seqüència de normals escollits de manera que tinguin
longitud unitat. Aquesta seqüència estroba en l’esfera unitat (que es un conjunt
compacte), de manera que te una subseqüència convergent que te com lı́mit la
normap requerida.

Les figures 6.3 i 6.4 il.lustren aquest teorema.

Figura 6.3: El teorema 36 perz 6∈ X.

Teorema 37. SiguinX,Y ∈ <n dos conjunts convexos, no buits tal queX
⋂
Y =

∅. Aleshores podem construir un hiperpla separador d’ambdós conjunts, i.e.∃p ∈
<n, p 6= 0 tal quep · x ≥ p · y, ∀x ∈ X, y ∈ Y .
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Figura 6.4: El teorema 36 perz ∈ ∂(X).

Demostracío. DefinimK ≡ X−Y . K és un conjunt convex. Donat queX
⋂
Y =

∅, 0 ∈ K. Podem aplicar el lema refseplemma de manera que∃p tal quep · z ≥
p · 0 = 0, ∀z ∈ K. Definimz = x− y. Aleshores,p · x ≥ p · y.

La figura 6.5 il.lustra aquest teorema, sota diferents supòsits sobre els conjunts
X i Y . El cas (a) considera que ambdós conjunts śon tancats, els casos (b) i (c)
il.lustren el teorema pel cas en que ambdós conjunts no śon tancats.

Figura 6.5: El teorema 37.
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6.4 Aplicació: L’economia de Robinson Crusoe.

Considerem una economia amb un individu que ha de prendre de forma combinada
les seves decisions de producció i consum. Aquestáes la situacío en la que es troba
en Robinson Crusoe. Per fer l’argument senzill suposarem solament dos bens, el
treball d’en Robinson i l’aliment que produeix amb aquest treball. Finalment a
efectes de representació gr̀afica adoptarem la convenció “inputs negatius” de ma-
nera que els conjunts que considerarem seran subconjunts del segon quadrant.

Les decisions de Robinson com director de producció es poden subdividir en la
determinacío de la quantitat dels recursos naturals que ha d’utilitzar, i en l’elecció
del mètode per combinar aquests recursos amb el seu treball per produir aliments.
A aquestes decisions les anomenaremdecisions d’oferta. Formalment, aquestes
decisions conjuntes d’utilització de recursos i de producció consisteix en escollir
un puntw en unconjunt d’ofertaW en l’espai de bens format per treball i aliments.
Suposem que aquest conjuntés convex i tancat.

Per altra banda tenim les decisions de Robinson com treballador i consumidor
d’aliments. Es a dir, hem de determinar si Robinson pot oferir la quantitat de
treball indicada per l’abcisa d’algun puntw ∈W . Aquesta consideració s’expressa
a partir d’unconjunt de consumX, que cont́e tots els puntsx que representen
combinacions de provisió de treball i consum d’aliments que permeten sobreviure
a en Robinson. Suposem que aquest conjuntés tamb́e convex i tancat.

Suposarem que la intersecció d’ambd́os conjunts, el que anomenemconjunt
factibleA no és buida. Suposem que aquest conjuntés afitat. A ḿes, donat que
A = W

⋂
X, el conjunt factibleés tancat. Per tant,A és compacte. Aquesta

situacío es representa en la figura 6.6.

6.4.1 Les prefer̀encies d’en Robinson.

Suposem que com consumidor en Robinson pren les seves decisions d’acord a un
ordre complert de preferènciessobre els punts del conjunt de consumX. Això és
una regla de decisió amb les seg̈uents propietats:

• ∀x ∈ X,x º x (reflexivitat),

• ∀x, y, z ∈ X, si x º y i y º z aleshoresx º z (transitivitat),

• ∀x, y ∈ X,x º y o bey º x,

• ∀x, y ∈ X, si x º y i y º x, aleshores,x ∼ y.

L’ordre s’aplica postulant que per cada subconjunt de punts del conjunt de
consum que li resulti factible, Robinson seleccionara sempre que li sigui possible,
un preferit o equivalent a tots els demés punts del conjunt factible.

Suposarem, finalment que aquest ordre de preferènciesés representable amb
una funcío d’utilitat cont́ınua. La figura 6.7 mostra el mapa de corbes d’indi-
ferència corresponent a les preferències d’en Robinson.
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Figura 6.6: El conjunt factible d’en Robinson Crusoe.

Figura 6.7: Les preferències d’en Robinson Crusoe.
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6.4.2 Les decisions d’en Robinson.

Combinant les preferències d’en Robinson amb el conjunt de producció podem
identificar els punts millors dins del conjunt factible. Suposem que hi ha només un
puntx ∈ A queés el preferit o equivalent tots els punts del conjunt factible. Com
la funció d’utilitat és cont́ınua i el conjuntA és compacte, estem segurs que aquest
punt existeix. A ḿes com les preferències śon convexes, aquest punt ha de trobar-
se a la frontera del conjuntA i del conjuntW . Fixem-nos que six 6∈ ∂W , voldria
dir que∃x′ ∈ Bε(x) tal quex′ º x, (recordem que les preferències no tenen cap
punt de saturació) de manera quex no seria m̀axim i obtindŕıem una contradicció.

Suposem tamb́e (encara que nóes estrictament necessari) que existeix un sis-
tema de preus amb ajuda del qual en Robinson pot separar les seves decisions com
a productor i com a consumidor.

Definim el conjuntX(x) = {y ∈ X|y º x} de punts del conjunt de consum
que śon preferits o equivalents ax. Aquest conjunt el denominemconjunt no
inferior a x i és un conjunt convex com a conseqüència de la convexitat de les
prefer̀encies. En altres paraules,X(x)

⋂
A = x. Suposem peŕultim, que podem

dibuixar una recta separadoraP del conjunt d’ofertaW i del conjunt no inferior
X(x). Tècnicament, aquesta rectaP és un pla suport d’ambdós conjunts i per tant
l’ únic punt en coḿu entre aquest pla i els conjuntsX(x) i W és precisament el
puntx. La situacío es representa en la figura 6.8.

Figura 6.8: Les decisions d’en Robinson Crusoe.

Sota aquestes condicions, en Robinson pot separar les seves decisions de pro-
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duccío i consum d’acord amb el procediment següent.
A partir de la pendent de la rectaP en Robinson pot definir dos preus (no

nuls), un pel treball i un altra pels aliments. Com director de producció escull
aquell punt del conjunt de producció que maximitza el seu ingrés. Aquest́es el
puntx. La magnitud d’aquest ingrés ve donada per el segment0p multiplicat pel
preu dels aliments. El Robinson productor ingrés assigna aquest ingrés al Robin-
son consumidor-treballador com renda no derivada del treball. A partir d’aquesta
renda, el Robinson consumidor pot assolir un conjunt de combinacions de treball
i consum, intercanviant treball per aliments als preus donats. Aquest conjuntés la
part del segon quadrant per sota de o en la rectaP . Dins d’aquest conjunt, la millor
eleccío és el puntx.

Donat que la selecció del millor punt tant com a productor i com a consumidor
condueix al mateix punt diem que les decisions d’ambdós Robinsons śon compati-
bles. La conclusío d’aquest argumentés doncs que sota certes condicions existeix
una recta separadora que defineix un sistema de preus que fa possible la descentra-
lització de las decisions de producció i consum.

Aquest argument es pot generalitzar a un número arbitrari de dimensions. Aquest
és el contingut de la següent,

Proposició 1. Si els conjuntsW i X són convexos i tancats, si el conjunt inter-
seccío A és compacte i no buit, i si l’ordre de preferència és convex, aleshores
existeix un puntx queés el millor en el conjuntA.

Si el conjuntA no cont́e cap punt de saturació, aleshores, qualsevol punt que
sigui millor pertany a la frontera del conjunt d’ofertaW . A cada un d’aquests
punts, se li pot associar un sistema de preus, no tot nuls, tal que

(a) el m̀axim ingŕes assolible en el conjunt d’oferta s’obté ax,

(b) la despesa necessària per que el consumidor pogués assolir un punt preferit
a x és superior o igual a la que permet adquirirx.

Si existeix ḿes d’un punt quées millor dins del conjuntA, es pot trobar uńunic
sistema de preus tal que les afirmacions (a) i (b) siguin vàlides per tots els punts
d’aquest tipus.

6.4.3 El paper de la convexitat.

La proposicío 1 encara que interessants presenta dues dificultats. Per una part,
la part (b) admet la possibilitat d’un punt preferit ax assolible amb la mateixa
despesa que la necessària per obtenirx. Si tal punt alternatiu existeix, no podem
afirmar quex sigui el punt millor entre tots aquells que el Robinson consumidor
pot comprar. Per altra part, la proposició no garantitza la unicitat del punt maximit-
zador d’ingressos pel Robinson productor ni del punt maximitzador d’utilitat pel
Robinson consumidor. La conseqüència d’ambdues dificultatśes que el sistema de
preus no permet per ell mateix una descentralització completa de les decisions de
produccío i consum.
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Podem doncs reformular la proposició 1 introduint sup̀osits de convexitat es-
tricta.

Proposició 2. Suposem quex és un punt millor en el conjunt assolible i noés un
punt de saturacío; suposem que el conjunt d’ofertaW és estrictament convex en
x; suposem que el conjunt de consumX és estrictament convex ox ∈ int(X); su-
posem finalment que l’ordre de preferènciaés representable i estrictament convex.
Aleshores, existeix un sistema de preus tal quex és l’únic punt del conjunt d’oferta
en el que es maximitza l’ingrés i a ḿesés l’únic punt millor dins del conjunt de
consum entre aquells tal que la despesa necessària per assolir-los no supera al
cost dex.

Aquesta formulacío encara que permet superar ambdues dificultats resulta massa
exigent en termes de supòsits (per exemple, la convexitat estricta del conjunt de
produccío implica rendiments decreixents a escala). Per tant, normalment, aban-
donarem la dificultat associada a la unicitat de la resposta optimitzadora i ens con-
centrarem en les condicions sota les que una vegada identificat unòptim el podem
sostenir mitjanc¸ant un sistema de preus.
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Caṕıtol 7

Teoremes de punt fix.

SiguiX un conjunt if(x) : X → X una funcío deX en si mateix. En general
cada puntx deX es projecta mitjanc¸ant f en un puntf(x) que pot ser diferent
dex o pot coincidir ambx. Un puntx̂ amb la particularitat que te com imatge ell
mateix s’anomena unpunt fix de la funcío f .

L’existència de punts fixos depèn crucialment de les propietats topològiques de
X i de la funcío f .

Enunciarem dos teoremes que donen condicions per asseguraar l’existència de
punts fixos. El primer es deu a Brower. Aquest considera el cas deX compacte
i convex i f cont́ınua. Tamb́e presentarem una generalització d’aqeust resultat
desenvolupada per Kakutani.

Teorema 38. (Brower)
SguiX ⊂ <n un conjunt compacte, convex i no buit. Siguif : X → X una

funció cont́ınua que associa un puntx ∈ X a un puntf(x) ∈ X. Aleshores,f te
un punt fixx̂ de manera quêx = f(x̂).

La figura 7.1 il.lustra el teorema de Brower a<.
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Figura 7.1: El teorema de Brower.
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Koopmans, T.C., 1980,Tres Ensayos sobre el Estado de la Ciencia Económica,
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